i Les nombres complexes - Corrigés

1) A=(-2""cos0) -4%2" = 2" cos’ - 2™ = 277 (cos’ 0-1) --E'"""sin'"u-—|2"|sinu]:

Donc -1 2" cos0)z+ 2 = 0 posséde deux racines :

e 2""1:::51!;2‘"'i5inl!

2) Zgu2, w0 (g =2, 2"e " done ”Ji?ﬁﬁ" Jqu[ i | = argl 2z, )-arg(z,) = -0-0=-20

= 2'(cos0+isinD)=2"e" ol z, = 2, = 2"a""

OA =|z,| = 2" = |2,| = OB , Pour que OAB soit équilatéral il faut que |OA,08 ) Fe2kn keZ
ou (OA.G8) &-Eh.-:,h. Z clest-ddire -20= ; + & ou -20= —; + 2k ou encore

0=—=4knoul==5+kn
5 k= ou E+h

| Z, (140142 Gl 1+ Yo aml Q+iB D)) _ 21 s uimoq)
) 2=t m TPNE =242 2 | 242 p | = S (JB 4013 -1
L. S o e
1'2--1 J3=1+(J3 +1)i) = -;E-::_r—"l— i r'—”'E-é—:'lg
2) a) z, = vE(1+i) = 2e" el z, = j‘f—'re'; L
i o - tuniTests_tn
by z=Tu 28" _oliul a4
L o o @y clsloe
Jov . B 5%, igin5%) . N6 -V2 , 6 +2
3)a)Z=2e '2"‘”’512 15|n12}- 5 5
-«.'rE' -."E [ OR -."IE- - FE
.._1_._ el 5|n.1_?. __74__
£ Bn n B 42 B . In 5=z S5z J6 -2
2~ 72)=singg =g et singg =sin(3- 33} =one 3= 255

Partie A
1) Pl s P 1=+ 20(1=2il=8l==i=24+ 2+ 2|1+ 4 =di =2 =]

PlV2)=2d2 + 41-1+ 202 (1-21) -di =4 + 42 - (8- 4J2)i
Pliy)==y"i=201=ily*+ 2y(1=2ili-di= =y i= 2¢*+ 2iy’+ 2iys dy-dj

2
) -2y’ v dys(-y'+ 2y 4+ 2y-4)i
a [-2y'+ 4y =0 [y=Douy=2 )
Pliy)=0c ]—HJFEYJ--E‘;—': : ﬂﬁ-_‘:{ e 2y's 2y-4 ﬂ-:ry 2
Donc PL21) =0
3) Plzl=(z-2iZ'+az+bl = ' +a’+ bz-2i2 - 2iaz-2ib = 2"+ (8- 2i)2° + (b~ Zia) z- 2ib
a-21=201-|) .2
Donc |b-2ia=2(1- Ei:lq.—-:--:i_z
=2ib = —&4i B
Done Plz) ={z-2i0 2"+ 22+ 2)
4) 2°422+42=0, A=4-8=-4=(21) donc z- '222-' ==1-{ QU Z = -"--252--' = =14

PlzluDez-2i=0ouz’+22+2=«0c=z=2iouz 1-iou z 141
S V2l =1+ 1,=1=i]
Partio B
1) OD 2CA dont 2, = -22, =2~ 2i
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; L el 8o
Z,-2, 2-2k1-i 3I-J0 31-1+1) & 3

P =Ty 2014l 1431 (1+3iH3+0 _ 3+91+i-3

3j gy Ze—ta 210 k1

2, -2, 2-2i+1+] 3-1 10 - 10
(Fe—Ea) 1141 [ Zg —Za | 1.5 |Z=% [ Zc—%a o B
) iz,_,—z*- all a,i'lfg;zﬂ_z* | nrg{all 7 I-.:'zn! 1 el nrgl. g argll >
c) algl- ;; :z: ;‘ ; = lﬁ-ﬁﬂ] donc ACD est rectangle en A
%-%)|.%_(gBac |Z =% . 4. BC
ag| 3 J % =(BD,8C) donc BCD est rectangle en A, [3=a~| =1= g donc BCD
isocie de sommet principal B

d) A. C et D se trouvent sur le carcle circonscril au tfangla ACD c'est-g-dire lo cercle ' de centra
I &l de rayon |A. Le cercle © passe par B car son diamatre est 'hypotenus du trangle reclangha
BCD

1) =2 est une solution réelle de I'équation (E): 2"+ 8 = 0 donc:
P 4Balz+20F +azee)a P vaZfieze 27+ 222+ 20 =2 v (2 + 2)F 4 (c+ 20) 2+ 22
la+2=0

Et par suile {c + 2a Dum. 2 donc '+ 8 =(z-2)(2-22+ 4)
2 =8 e
tuniTests_tn -2z+4=0, A=-12=(2i/3 F! danc z = % =1+ix3 OU z = % =1-i43

lia®y el En fin (E):2+8=0c(2+2)(2-22+4)=0c2=-2=2" ou 2z=1+iy3=20" ou
z=1-1y3 =203
S, =|-21+iV3.1-i43]
2) Z,=-2,2,=1+13 elz; =1-i/3
AB=|z,-2,|=13+143| = V12=2/3, AC=|z.~2,| =[3-13| = V12 = 23 al
BC=|z.-2,|=|-2iV3| = /12 =23
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Ona AB = AC = BC donc ABC est un tiangle équilatéral

(ST
Lt

1) Soil z, = x unnombre néel, X est solution de (E)
e 20 (T3 )x-d{1-i3) =0 s (2 + Tx - 4)+ilx/3 + 4J3) =0
|21"a?:—4-ﬂ Ix 1oux=-4

P - = 2 e x==4 donc z, =-4 la®y cl>l
x3+43=0  |y._4

Cest-A-dire

Soit z, l'autre solution de (E) onadonc z,+ z, 1 '_é.f'ila. donec z, = - .:"._'.é.'.'.'?q'_ . 4 ; jx3

2) (¥2-4) =323 -1.1_ 193

L2 2 4 '3 4732 "3
3) Onpose Z=z , (E'Ne2Z +17+iM3)2-4(1-iJ3) w0 e= Z -quz-% .*‘325'- dong z = 2i
ouz=-2ouz ‘?-;: ou z -"';r-;-;l
1.".:.3- 1 F
d4) z, 5 EI 2
z = "‘j’“- =i, Ol=|z|=1et 0B =|z,]| 1.& ' ; =1 =0l donc OB est isocéle
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; L]
. - -
F ’l'l [} F |
')
L r
R H\. L .. £
i ¥ >
tuniTests . tn "5, L < B
. - 1-1-““- = ]
lLa®y el
1) 221% o et =2 2"* i donc [AB] et [OC] ont le méme milieu ot par suite OACB est un
parallélogramme
o - J. Sl v :‘-l ok R N I3 ¢ iR donc (OC) L{AB) el par sulle DACE est un
Zan Z I
losangea

2) A=(21) -~ax(-4)=16-4 =12, donc (E) posséde deux racines z, =i- 3 =2e ¢ et
2, =i+4/3 =20
3) (201 - 4il21) ~8x(2i) + 8i = -Bi+16i-16i +8i =0 donc P(2) =0
(z-20Z +mz+p)=2' +mz’ +pz-2iz° - 2imz - 2ip
=2’ +(m=-2ilz" +(p-2im)z-2ip=2'-4iz" -8Bz +8i

(m-21=-4]
. [m=-2i A , FATI SR
donc {p-2im=-8= b donc Plz)=2" -4iz" -8z +8i=(z-20z" - 2iz" - 4)
' p
| -2ip = Bi

Piz)s0e>z-2in0ouz’ -2iz-4=0cz=2iouz=i-JIouz=1+3

Exercicen® 7

Partie A
1) 13-r|: D4+6l-1=8+6i donc (3 +1) esl une racine carmée complexe de (8 « 6i)
2) (=) =[1+80){-1) =3u(~1)-1-Bi=i+{144i)+3i-1-Bi=i+4i+3i-8i+1-1=0 donc (-i) est
une racing de (E) el par suile on peul écrire :
z' -(1+4ijz" -3z-1-8i=(z+l)[aZ’ +bz+c)

=8z +bZz +cz+aiz +biz+ic
=az +({b+aijz’ +(c+bijz+ic

.3—1_ a=1
Dnnn::j" _:{i"m'::-Jb:—1—5i=-“'5|}
lic = =1=8i c=-8+
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Enfin ' - (1+4i)z’ -3z-1-Bi=(z+i)[z' + -(1+5i)z-B +i)
3) 2 +-(145i)z-8+i=0, A={1+5) -4x(i-8) =1+10i-25-4i+32 =8+ 6 = (3 +i)’

11?5_‘;'.3_'.! 243 z, 1-'-5'.2L3L' -142i donc S, = {2+ 31;-1+2i]
4) [E)= (z+i)(z' +=(1+5l)z-8+l)esz=-lou(z’ +-(1+5i)2-8+i) =0 donc

S, = {2+3i:=142i:=i)

Partic B
1)
|E 'll|I
- |22 -2 BC (z,-2.) (==
2) a) Z]=|2—"2{= 2722 LB ol ag| 2" | . (BABC .
) 8) & !:.-.:l z,-2,| BA “‘glz.-z, J =X ) NS
by . Bt _-i+1-21 -3 (1-3)(3-) 3-i-9i-3 tuniTests_ tn
2,2, 2+3i+1-2i 3+ 10 ) 10
= —j=p ? I.LQ.E.g nJ}-‘ I.Zh:.l
c)iZl=lil =1 S‘E el amglZ) ;, lﬁﬁ:.hﬂ_c'] donc ABC esl isocéle rectangle en B

3) Ona AB =BG et |BA.BC) = - -; done il suffit de montrer que ABCD est un parallélogramme pour

en dédulre que ¢'est un cambs
2, + I, ::21-31"‘:‘1“ |

2 g

2,52, 1f2s3 ‘ [AC] et [BD] ont e méme milieu donc ABCD est un paraliélogramme
2 2

dou le resultal

Exercice n® 8

L1
(z-202° -2432+ 4)
2) Hz)=0es(z-2IM2" -2J32+4) =0 e (z-20)=00u (2" -2/32+ 4) =0

2 2037 vaz -2 + 432 -8i= 2 - 2{li+ J3)ze 41413 )2-Bi = 1{2)

ez=2=27 ouz’-2{32+4=0

r-2/32+4=0, A=(2J3) -4x4=12-16=-4=(2i) donc 2,
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z, =2~333r2| -3 |=EE‘I

S, = (21(J3-1).(J3 +1)]

'..'
-
-
-
Fa
3
C
,
£
¢
'l
¥
]
[
]
]
3 Y 1 3
L]
L1
L]
LY
L1
%
__ \,
tuniTests_tn .,
L
II“"l
lia®y >l “ay

. Ona OM, =|z,|=2, OM, = |z,| =2 ot OM, =|z,| = 2 donc M,, M, el M, so trouvent sur le cercle

de centre O et de rayon 2 _
-2 =3 +l-JI+l=d 2z2,-2,=J3+i-2=3

& _..Ir:i-i-r?L -rj.”_I; . !
= g A ,':..2... =3 done 1M1M,] il [C:M_,| ont le méme milisu el par suile
OMMM, est un parallélogramme

MM, = [z,- 2] = [2i] = 2 ot MM, =|2,- 2, =[/3 -

1) Pliv3)=(iv3) - 6(i43) + 24(i3) -18(i/3) + 63 =9+ 18i/3 -72-18iJ3 + 63 =0

Pl=iv3) = (-1v3) =8(=iv3)" + 24(-i3) -18(-1y3) 463 = 8-18iV3 -72+18i/3 + 63 =0

Onnole Qlz) = az'+ bz« e, pour loul nombre complexe Zon a:
az' +bz' +(c+3a)2" +3bz+3c =Plz)

2 =MM, donc OMMM, est un losange

(22 +3)laz’ +bz+cl=az' +b2) +c7 +3a7" +3bz+ 3¢
Par identfication, on oblient :

[a=1

b= -6 A=

le+3a=24 cest-d-dire {b=-6 dong Plzl=lz" « 3Nz’ -Gz « 21)
13b=-18 |+:-El

';31.'.-53

2) Plz) =022 +3)2 -62+21)=0c2( +3)=00ulz’ -62+21)=0
L'équation (2 +3) = 0 admet pour solutions /3 et i3
L'équation (z°'-6z+21) =0 a pour discriminant A = 36 - B4 = -48 - (43 ) dong les solutions

6+44iV3 _ 5. 5i/3 et z, =3-2i3 s, = {liv3).1-iv3).(3+2i3).(3-2i/3)]

oMl Z, =- 5
3)Onaz, =2, o 2 «z doncsil existe un cercle C de centre {1 qui passe par A, BC et D

alors ¢ doil appartenir & I'axe des abscisses ('axe des abscissa esl la médiairico des segmenis

[aB] et [cD ]} Cherchons s'il existe un point £ d'affixe z,, = X néel pure équidistant des points
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ABCelD:

OA% = iv3 -] =X +30l 00" =[3-x+2iV3]

{(3-%) +12=9-6x+x' +12=x" -Bx+21
A={ICS A =(IC" =ox"+3 =¥

Br+21eaBr=18cx=13 donc Z,, =3

DA=y12 , 0C=412 , 0B=|-143-3 =12 et OD=[3-2i¥3-3/=412 donc A. B. C et D
appartiennent au cerde ' de cenlre (103) al da rayon Ji2

4) 2, = -z, =-3+2i3

Ze-Zy _ 3423 4iv3 _ 34313 _ 14iV3 _(14if3N-1-1VB) _1-i3 _1_ VB _ 4

Ze =%y -34+42i03+iV3 -3+3id3 -1+i3 4 2 2 2

Ze "%l . lo "'} = 1 donc BE = BC est isocéle

Ze ~ 2|

(6C.BE) = arg| : :n argle ) 242 (ke 2) donc BEC est équilatéral )

E W
) tuniTests_tn
. lia®y el
‘r i
A 3 B

1) 8) 2 -t=l2f oz - ulz-iblzsiliz

Niz+1
b) Plz)=0es(z-Mz+IM2-1(z+1) =0 done 5. = [-LL-11}

c) On pasa 7 3-‘-'1- o aura, pourtout z = 1,
L

iz:':: losiofZa-innZesippnEes-louZ=1

{;?‘z_.t-lﬁu:gz-] ||:|u:':'_l_lt- 1 Gl h.ll

I - I- z-1 =1
c:-z::—h--+za|nu:_1:a1—|r-|m21~1_--rﬁ:nui:ﬂl:.a 1

1=1_ 1.3 o=k 31 3 . T

% ] =3l = EIWI =1 = Elmz Dour 2
dop- 1,321 _3)
Sc={0-2-5+5h-5 5
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fF-----h-.'-. 11
J" .‘l. r.
*.-" h-.
i \.‘-‘
i %
it &
' |
I L
= ‘I - =
! {_’J'J i
& i
] #
% !
\.\ "'
% *
"1-_‘5 “," !;.f
‘.'"-.___r-'.-‘-J =

2) b ot ¢ sont conjuguis donc lous (o8 corclas qui passent par B el C ont des cenlres sur l'axe dos
abscisses de plus A el O soni sur MNaxe des abscisses donc 5 O, A B el C sonl situds sur un méme
cercle il sera le cercle de diamétre [OA]. Vérifions cette hypothése :

{H-1 ost le milieu de [OA]

i 4 3l 1 ,
(A = a1 =1 1B = +1 - -3 =1 )
5751 5 ()
NG =los1 ‘; i :.’ ; POt 00 = -1 =1 tuniTests .tn
Donc (1A = (1B = (3C = 00 d'ol le résultat. laBL el
9_13, ) '
= __E B
3) a) = dc 5.3 2-2
10 5
ChA . e | 8 o
b) £8 - EE| -[2-2( =22 (CO.CA) = arg| =L | - arg(2-2) = -2 + Zkx (ke Z)

Exercice n® 11

1) @) (=i =B+l ={1T=Bi)i+1Ti=i={-B+)=17i+B+1Ti=i+8=i=17i-8+17i= 0 donc (i) est une
racine da (E)
b} et par suile on pout écrire

'+ (-B+i)2" +(17-8Bi)z+1Ti=(z+iMaz’ +bz+c)=az’ + b2’ +cz+aiz’ +biz+ci
=az'+(b+aljz" +{c+bl)z+cl

ig_1| 8 ja=1
|0+ = = e | Vi —
DonG 1¢+bi=17-8i< {2 =3
lci=17i -
cast-d-dire 2’ +(-B+1)2° + (17 -8Bl jz+Ti=lz+2 -8Bz +17)

¢) 7 -Bz+17=0. A=64-4=17 =4 = (2i), z,—ﬁé-@—d—leiz—i;—g-:—-h

z' o (-B+i)2* +(17-B1)z+1Tiw0 2 Z+i=00U 2 ~BZ2+ 1T =02 Zo~iOUZ=d-jOU Z =4+

2) b) :—:: = f’ == -—;_l &5l imaginalre pure donc ABC est rectangle en B
a) z, = %*23 2
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- Eh

-

L)

- -

.

3) ABC es| rectangle an B donc () esl lo centre du cerdle '¢ circonscrit & ABC. Viérfions qua D < ¢

10 =z, —dl =1+ 2] = /5
A=z, -a|=2-= J5 = 1D donc D appartient au cendle de cenlre {1 i passant par A c'esl
le cercle W

Conclusion : A, B, C et D appariennent au cercle ( de centre £1 et de rayon J5

2+ 4i 2-4i

1a)r-2245=0 Awd-20=-16=(4i) donc 2, = 1+2iel z, 2 -2
b) 2 -2(143)z+5+243 =0, A=4{1+3) ~20-843 =16 =-4 =(2i)" done:
iz T B2
z,:gt-i—*—“:i'z'=1.u-'3.u ot z:=211'—';3]'2'-—1w":‘-—=
2) a) ABCD est un frapéze
Za "% _ 31 54 IR donc (AD)//{(BC) =g
Z, -2 E'. B i ) tuniTests tn
b) Zo=2 =3 -3i (-v3-3i)(-v3-1) _448i_, 5
S —_— - e - W . .
Z,-Zy 3+l [=J3+)=V3 =) 2 lLa®y cl>lxs
2~ 2

~ @s] imaginaire pure donc (AB) L (BD)
£y =&y

c) ABD est un triangle rectangle donc €2 | le milieu de [ AD] . est le centre du son cerde circonscrit

1“.-:%2“_1 A = (20 = 2

Wérifions donc gue C appartient au cercle @ de centre £1 el de rayon 2 (le cercle circonscrit au
triangle ABC) :

(C =[1-1+ 43 -i|= N3 -i| = 2 d'oi le résultat
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‘-l_
"’
4
o
[ -
[4
’ 1
i
i
i
[ ] J'_ =
P N
* = ™
[ . -
-3 3 0 4
i
\
&
L1
5
" 1
%
"
tuniTests tn e
\'I.
lia® el 24

3) ' -211+2co50)z2+5+dcosi =0
41+ deosi+ 405" 0)-20-16cos0 = -16 + 16cos” (0 = —16s5in° 0

A= 4(1+2cos0) - 20 - 16cosi

- (4isin0)’
i 201+ Emszln disini 1420050 —2iging =14 28"
P ?J.‘L?EEF;.‘L‘EET_‘! 14 2cos0 + 2isind = 1+ 22"
[z, -2, = |2e"| = 2=z, -2,| donc les images de 2, el Z, sonl situés sur le cercle 4
1) Z-42+8=0, A=16-4xB=-16=(4i) donc z, = % -2+2latz, =38 _2 3
2) lz|=vd+a=y8=202 amg(z)=argl2+2i) =2
arg(z,)=arg(201-1)) = _:;:
=i12J3-2il=4

|2:| =4 d = -.I'E = 2\"}

l4il=4, AC=|z. -2,|=[2/3-2|=4,8C=|z. -

3) b) AB = |z, -2, |
Donc ABC est un tnangle équilatéral
=2 -2y =-di=2y

c:i 'z-lli _-z‘ﬂ =&, = -4 al a{_:
donc AB =DC donc ABCD est un parallélogramme et comme AB=BC alors ABCD est un

logsango
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&
3
= A
1
A
,.‘
- 1
2 1 Q T r £
=
_?_
B
Exercice n® 14
= .
1) 2-22/24+4=0 A=8-16=-8=12iy2)
donc 1*_gi2—:ﬁg =J2{1-i) =28 “ el z'_E"'EE_E""_E_»EELu

S, ={(1+12,(1-1)42]

|-la=c|_AC (=)=
2) Iz o Fr et arglz) = (CB.CA)
- . | =T -

".'rz 2 +2 TevRei [1 2 ll !-1 £i2) s #Hita JE! ‘ tuniTests tn
vZ-iv2+2 1+v2-1 (4, .3}4 4422

E'E‘-‘ri'?i 1+ !.lri} 1 1 5 - LL.O-R.J d}lm

e | =GOS~ & |5IN e
242(14 42 V2 2
AC

FE 1 donc AC = BC ol par suile ABC ast un inangla isocia,

BC
(CB.CA)=arglz) =
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tuniTests _tn

lia®y o>l

Partie A
1) (3+41)° =9+ 241-16 = -7+ 24|
2) -(5+21)z+7-1=0 A=(5+21) 4T -1)=25+20i-4-28+4)= -7+ 24|- |,3--hi:
S+2i=(3+4i) 2-2i 5+2i+(3+4l) 8B+8i
- == of Z, = =
] 2 2 2
3 P =[5+ +(B+AN-1-Ti j+5+31+5i-4-1-Ti=0 dong | est une racing da (E)
i) On peul donc écrning ;
2 [543 +(5+8i)z-1-TI=(z-1)}aZ’ +bz+c)
=az +bz’ ~r.:z\—ai::" ~-biz-¢i
=az +(b-al)z’ +|lc-bl)jz-ci

4+ 3

ja=1 (g =1

lb-ale-5-31 __ IT "
Donc |- pi=5id]l = |E“‘;5-r_2|

ci==1=TIi e

cest-a-dire 2 =(5+ 312 +(5+4)z=1=Ti=(z-I1) £ =[5+ 2i)z+ T =)

5) ' -(5+43i)27 «(5+4l)2-1-Ti=0es (2-1)[ 2 - (5+21)2+7-1) =D
o z-in0ouz’ =(5+21)z+T-in0
S T=0UZ=T-I00Z=4+3
5. =1i,1=i4+ 3i}
Partie B
1)
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oF

tuniTests _tn

lia®y el

o -

I . 2 i .
2) z—“—z“ a ':—22: = 21 @sl imaginaire pure donc (AB) L{AC) cesl-a-dire ABC esl rectangle en A,
=
3) a) ABC es! rectangle en A donc le centre de son cercle clrconscril est le milieu de [BC] c'est-a-

Z+Z, _5+2i_5

dire 2, == 5 =T =5 &
I 1 5| _ 5
b)rellA=|z, —Z,|=|- 5l = 5
4) a) 10 = |z, -2, | = |2| = 2 = r donc D <1
Fo 121 2
b) Il suffit de mantrer que ABCD est un parallélogramme pour conclure puisque BAC estun angle
rectangle.

Zp=2.-2,=1-2I

I 2, -2, w1-2juz_, done AC=BD donc ABCD est un paraliéiogramme &l par
conséquence un recliangla
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